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BARYCENTRES - CORRECTION

Exercice n°1
1) L’égalité vectorielle 2GA+3GB =0 traduit exactement le fait que G est le barycentre du systéme {(A,Z);(B,3)}

(c’est la définition !)
2) L’égalité vectorielle GA=-5GB est équivalente a GA+5GB =0 qui traduit exactement le fait que G est le barycentre

du systéme {(A,l);(B,S)}

. . — - == .
3) L’égalité vectorielle AG + gAB =GB se transforme successivement en :

AG + l AB =GB
——
Relation
de Chasles

1= e e e e e
<:>AG+§(AG+GB)—GB:O<:>AG+§AG+§GB—GB:O
%G 2Gh-0os Ere_i@jzsxa

5 5 5 5
064G~ 4GB =0 &> (64G - 4GB) =0 < 34G 2G5 =0 <> ~3G4 - 2GB =0

qui traduit exactement le fait que G est le barycentre du systéme {(A,—3);(B,—2)}

Exercice n°2 Si K est le barycentre d’un systéme de points pondérés (C,1),(B,-4), alors on peut écrire :
KC-4KB=0< KB+BC—-4KB=0< -3KB+BC=0<3BK+BC=0, qui traduit le fait que B est le barycentre du
systéme {(K,3);(C,1)}

Exercice n°3 1) G barycentre de {(A,—Z);(B,S)} signifie que :
~2GA+5 GB =0

Relation
de Chasles

@—2@+5(@+E):6©—2@+5@+5E=6

<3GA+54B=0 —_ 5
. AG=-AR

3G =548 <> Gi==" 4B <> 4G~ 4B SN

D’ou une construction du point G : > A 4B B G

2™ méthode :

Si on sait que lorsque G est le barycentre d’un systéme {(A,a);(B,ﬁ)} (avec a+ B #0), alors AG = AB, on peut

a+pf
écrire directement que G barycentre de {(A, —2);(3,5)} signifie AG = %E = gﬁ (on retrouve le méme résultat !)
2+

2) Dans le deuxiéme cas, la somme des coefficients étant nulle, le barycentre du systéme {(A,—3);(B,3)} n’existe pas.

Inutile dessayer de le construire !

. . 2 1 .
3) Pour construire le barycentre du systéme de points pondérés {A’EJ{B’_ZJ} , on commence par multiplier les deux

coefficients par 12 car 1’égalité %@ —%@ =0 est équivalente a 12(%@ —%@j =12x0< 8GA-3GB =0

(De maniére générale on peut multiplier tous les coefficients du systéme par un méme réel non nul).

Ceci supprime les fractions, et rend le calcul vectoriel ou I’application de la formule AG = s ; AB plus aisée.
o+
— 3= . : . T LT
On trouve finalement 4G =—=AB , ce qui nous permet de construire le point G : ~ AG=-—AF
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Exercice n°4
Figure 1 :

1 ere

. —_— 66—, . : .
méthode : Sur la figure 1) on « lit » que AG = EAB , égalité vectorielle que 1I’on transforme successivement en :

AG =S 4B <5 AG = AB <> 34G ~ 245 =0 34G ~2(4G + GB) =

346G -24G-2GB=0< AG-2GB=0< -GA-2GB=0< GA+2GB=0
qui traduit le fait que G est le barycentre du systéme {(A,l);(B,Z)}

2°™ méthode : Si on sait que lorsque G est le barycentre d’un systéme {(A,a);(B, ﬂ)} (avec a+pF#0), alors

— — e : . L, e= 22— 2 — .
AG = P ; AB , on identifie sans difficulté, a partir de 1’égalité AG = EAB = SAB les coefficients ¢ =1 et f=2.
a+ 4

Figure 2 : Sur la figure 2) on « lit » que AG = —%A—B

+_(1_1)E,d’ou a=3ect f=—1,

Ou on procéde par identification, en remarquant que AG =

ou on « se lance » dans les égalités vectorielles :

E:—%E@2E=—E@2A_G'+E:6

©24G+AG+GB=0<34G+GB=0< -3GA+GB=0

donc G est le barycentre du systeme {(A,—B);(B,l)} ou encore du systeme {(A,(—3) X (—1));(3,1 X (—1))} , ¢’est-a-dire du

systéme {(A,3);(B,—1)} (car on peut multiplier tous les coefficients du systéme par un méme réel non nul).

On retrouve bien le méme résultat

. : . — 11—
Figure 3 : [.’observation de la figure 3) conduit a remarquer que on « lit » que AG = ZAB

e .= 1 —
Par identification, AG = 5 11AB ,donc a=-5c¢et f=11.
-5+
Par égalités vectorielles,
11

E:ZEQ6TG—11E:6®6TG—11E—11@:6

& —54G-11GB=0<5GA-11GB=0
donc G est le barycentre du systéme {(A,S);(B,—l 1)} ou encore du systéme {(A,—S);(B,l 1)} ,

Exercice n°5

Pour construire le barycentre d’un systéme de trois points pondérés, il faut regrouper deux d’entre eux au sein d’un
« systéme partiel », en construire le « barycentre partiel », puis remplacer ce systéme par son barycentre affecté de la
somme des coefficients. Autrement dit,

1) Soit G = Bar{(A,4);(B,3);(C,—1)} le point a construire.

. . . —_ 11— ) .
Sionnote H = Bar{(A,4);(C,—1)}, qui est défini par AH = _EAC (construction ci-dessous), alors :

G = Bar{(4,4):(B.3);(C.-1)} 4 TE.lam
= Bar{(H,4-1);(B.3)} . 3
= Bar{(H,3);(B,3)}
= Bar{(H,l);(B,l)} g' méigu
c’est-a-dire G milieu de [HB]. e [BH] C
On a ainsi construit le point G grace au barycentre partiel H
B
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. 1 1
2) Pour construire le barycentre J = Bar {(A,gj;(B,——

1 i .
IZJ;[C’ZJ} , on commence par multiplier tousles coefficients par

12: J= Bar{(A,2);(B,—1);(C,3)}. On regroupe les deux derniers points en posant / = Bar{(B,—l);(C,3)} , ¢’est-a-dire
A

BI = iﬁ? (construction ci-contre), J milieu
2 de [A]

Ensuite, 1l vient
J = Bar{(4,2);(B,-1);(C.3)}

= Bar{(4,2);(1,2)} = Bar{(4,1);(1.1)}

donc J est le milieu de [AI]

B

Exercice n°6

. _— 2—
Si H est le barycentre du systéme A,3 ; B,2 } alors AH =§AB

Si K est le barycentre du systéme { B,2 ; C, } alors BK =—BC
Si L est le barycentre du systéme {

4,3);(C,-1 } alors ALz—%AC

Si G est le barycentre du systéme {(H,S);(C,—l)} ,alors HG = —iﬁé

1) Pour montrer que 3GA+2GB-GC =0, deux méthodes (au moins !) sont possibles :
1°° méthode : « calculs vectoriels » :

3GA+2GB-GC

=3(6ﬁ+ﬁ2)+2(5ﬁ+ﬁ§)-(6ﬁ+ﬁé)

=3GH +2GH —-GH + 3HA+2HB —HC

4GH 0
car H=Bar{(4,3);(B,2)}

= 4GH - HC

=0 car HG=—%FC<:>G?=%?C

2°™ méthode : En utilisant la technique dite des « barycentres partiels » , on écrit :

G= Bar{(H,S) ;(C,—l)}

car

H=Bar((4,3);(B.2))
/—/%

= Bar4(4,3);(B,2);(C,-1)

ce qui permet de conclure directement que 3GA+2GB-GC =0 (c’est la définition !)
2) Puisque L est le barycentre du systéme {(A,3);(C ,—1)} , on écrit

G = Bar{(4,3);(B,2);(C.-1)}

= Bar{(L,3-1);(B.2)}

= Bar{(L,2);(B.2)} = Bar{(L,1);(B.1)}

donc G est le milieu du segment [BL]

b) Puisque K est le barycentre du systéme {(B,2);(C ,—1)} , on écrit :
G =Bar{(4.3):(B,2);(C,—1)} = Bar{(4,3);(K.2-1)}, c’est-a-dire G =Bar{(4,3);(K.1)}
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Exercice n°7
1) Si K est le barycentre d’un systéme de points pondérés (C,1),(B,-4), alors on peut écrire :

KC-4KB=0< KB+BC-4KB=0< -3KB+BC=0<3BK+BC=0, qui traduit le fait que B est le barycentre du
systéme {(K,3);(C,1)}

2) En utilisant le barycentre partiel B du systéme {(K ,3);(C,1)} , on écrit :

Bar{(A,Z);(K,3);(C,1)} = Bar{(4,2):(B.3 +1)} = Bar{(A,z);(B,4)} = Bar{(4.1);(B.2)}

Le barycentre cherché est donc le point J

3) Puisque J = Bar{(A 2) (K 3) (C ,1)} , en utilisant le fait que I le barycentre des points pondérés (A,2),(C,1), on écrit

J = Bar{(1,2+1);(K.,3)} = Bar{(1,3):(K.3)} = Bar{(1,1);(K,1)} donc J est le milieu de [IK].
4) En utilisant la technique des « barycentres partiels », on écrit : Si L est le milieu de [CI], alors

L—Bar{([,l);(C,l)}—Bar{ (1.3) ; (C,3)}

d'aprés 1'énoncé
I=Bar{(4,2);(C.1)}
f—/%

=Bar{(4.2);(C.1);  (C.3){=Bar{(4.2);(C.4)} = Bar{(4,1);(C,2)}
donc a=1 et b=2.De la méme maniére,

L=Bar{(K,1);(C.1)} = Bar{ (K,-3) ; (C,3)}

K:Bar{(c’l);(B”“)}
—_—

= Bar{(C.1);(B,~4); (C.-3){=Bar{(B.—4);(C.-2)} = Bar{(B,2);(C.1)}

c=2¢ctd=1
Exercice n°8
Puisque I est le milieu de [AB], alors / = Bar{(A,l);(B,l)}
Puisque J est le milieu de [BC], alors J = Bar{(B,l),
Puisque K est le milieu de [CD], alors K = Bar{(C

Puisque M est le milieu de [AC], alors M = Bar{(
Puisque N est le milieu de [BD], alors N = Bar{(
Notons G = Bar{(A,l);( 1)5(C.1)5(D, )}

En effectuant deux regroupements de barycentres partiels, on écrit :

G =Bary (4.1):(8.1);:(C.1):(Di1)

1=Bar{(4):(B.)} K=Bar{(C.1(D.1)}
= Bar{(L.2) : (K.2)} =Bar{(L1):(K.1)}
donc G est le milieu de [IK].
En effectuant un deuxiéme regroupement, a I’aide de M =Bar{(A,1);(C,1)} et N=Bar{(A,1);(C,1)}, on écrit que
G= Bar{(A,1);(B,1);(C,1);(D,1)} :Bar{(M,Z);(N,Z)} = Bar{(M,l);(N,l)} , donc que G est le milieu de [MN].
Enfin, a laide du  regroupement J= Bar{(B,l);(C,l)} et L= Bar{(A,l);(D,l)} , on écrit
G = Bar{(A4,1);(B.1);(C.1);(D.1)} = Bar{(J,2);(L,2)} = Bar{(J.1);(L.1)}, donc G est le milieu de [JL].

Les trois segments [IK], [MN] et [LJ] sont donc concourrants en leur milieu commun G.
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Exercice n°9

1) Si on note G le barycentre G=Bar{(A,2);(B,1)} (donc E:%E) et H le barycentre H:Bar{(C,S);(D,—2)}

(donc CH = —%@ ), alors pour tout point M du plan, on a
2MA +MB
=2 (m + 54) +MG +GB
=3MG+ 2GA+GB =3MG
%/—J

0 car G:Bar{(A,Z);(B,l)}
et de méme, pour tout point M du plan,
SMC —2MD =5(MH + HC)—2(MH + HD)
=3MH +5HC —2HD =3MH +0

L égalité “2@1 + M—B“ = HSATC - ZM—D“ devient alors équivalente a ”3M—GH = ”3W , donc & 3MG =3MH < GM = HM

Le point M est donc équidistant des points G et H, donc appartient a la médiatrice du segment [GH].
I', est donc la médiatrice de [GH] (en bleu sur le dessin)
Notons I le milieu de [GH].

Alors E=E+E=ﬁa+ﬂ+ﬁ=—E—E+%E=—E—§E=—E+§@ car AB=—CD puisque ABCD est

= e D : = - o
un rectangle. D’autre part /H =IC+CH =IC —ECD. On en déduit donc que /H =-1G, donc que I est le milieu de

[GH], donc que I appartient bien a la médiatrice I', de [GH]

2) On utilise de nouveau le point G = Bar{(A,Z);(B,l)} pour écrire I’équivalence :
Hzm +1W3H =24B & H3M—G“ “12o3GM =12 GM =4

M appartient donc au cercle de centre G et de rayon 4.
I', est donc le cercle de centre G et de rayon 4 (en rouge sur le dessin)

Puisque TGz%E, on en déduit que @z%ﬂ? donc ”@Hz

%EH@BG=§AB=§X6=4, donc M appartient

donc au cercle I', de centre G et de rayon 4.

/

D / C H

Exercice n°10 - Deux méthodes équivalentes sont envisageables :
lére

méthode :

ax,+ fx; +yx; :ayA+,By3+7/yc

L’application des formules du cours : x, = et ,
PP ¢ a+pB+y Yo a+pB+y
Qui se traduisent ici par x, —ZX(_I)_3+3X2—1 et _2x2-1+43x4 15
Pl %o 2-1+3 4070 2-1+3 4
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2°™ méthode : Le retour & la définition générale :
Le point G barycentre du systeme (A;2), (B;-1) et (C;3) vérifie donc 2GA-GB+3GC =0.
Si on note G(x,;y; ), on exprime en fonction de x,; et y, les coordonnées des vecteurs :

axA—sz—l—xG donc 2a‘2(—1—x6)=—2—2xG ; —BxB—xG=3—xG donc _@‘—(3—)66):)%—3
Vi—Ve=2-); 2(2_y(;)=4_2y(; V=Yoo =1—Yg _(l_yc):yc_l
—— | Xp — X =2 X, donc 356‘ 3(2—xG)=6—3xG
Ye = Vo :4_yG 3(4_yG):12_3yG

On arrive ainsi aux coordonnées de 2GA— GB +3GC :
— 1 =2=2x;+x; —3+6-3x; =—4x; +1

2GA-GB+3GC

4-2y.+y,-1+12-3y,. =-4y. +15

Puisque 2GA-GB+3GC =0, et que le vecteur nul posséde deux coordonnées...nulles !, on obtient les deux équations

—4x,+1=0 et -4y, +15=0 grace auxquelles on retrouve bien x, :% et y, = %

Exercice n°11

Deux « zones » ont évidé le « grand carré » d’aire 144 unités d’aire, de centre de gravité O (intersection des diagonales en

. . 4x6 . . o . (1
vert ) : - Un triangle d’aire =12 unités d’aires, de centre de gravité J (intersection des médianes en bleu)

- Un « petit carré » d’aire 36 unités d’aires, de centre de gravité I (intersection des diagonales en bleu)

1 6

g > >
™.,
aire = 144 / A
J
b
aire = 12
/ 12
b
0
|
aire = 36
W
- *
- -

12

Le centre de gravité « global » sera le point G barycentre :
G = Bar{(0,144);(J,-12);(1,-36)} = Bar {(0.12);(J,-1);(1,-3)}

En introduisant le barycentre partiel K = Bar{(0,12);(1 ,—3)} = Bar {(0,4);(1 ,—1)} < OK = —%& (construction : figure

ci-dessous), on se retrouve avec G = Bar{(J,—l);(K,9)} < JG = %:ff
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alre = 12

alre = 144
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Exercices de synthése :

Exercice n°12

1) Si on note O I’intersection des diagonales du parralélogramme, O est le milieu de
[AC]. Le segment [BD] (ou [BOJ]) est donc, dans le triangle ABC, la médiane issue
de B. De méme, le segment [Bl]est la médiane issue de C, puisque I est le milieu de
[AB]. Le point G intersection de (DB) et (CI) est donc le centre de gravité (ou encore A . . . E

isobarycentre) du triangle ABC. Il vérifie donc GA+GB+GC=0

2) a) En regroupant les points A et B par I’intermédiaire de leur milieu I, on écrit :
K = Bar{(4,1);(B,1);(C,~1)} = Bar{(1,2);(C,~1)} <> IK =~IC , on en déduit que I O
est le milieu de [KC], d’ou la construction du point K (en rouge) : D i

b) En utilisant la décomposition G = Bar{(A,l);(B,l);(C,l)} , puis en regroupant les coefficients du point C, on obtient :
Bar{(G.3);(C,-2)} = Bar{(4,1);(B.1);(C.1);(C,-2)} = Bar{(4,1);(B.1);(C.1-2)} = Bar{(4,1):(B.1);(C.-1)} =K

3) On écrit

GA+GB+GC=0 GA+GA+ AB+GA+ AC=0

©3GA+AC+CB+AC=0<3GA+24C+ D4 =0

CB=DA

car ABCD

est un
parallélogramme

On en déduit —34G +2A4C - AD =0, ou encore, en multipliant par —1 : 34G—-2A4C+ AD =0 donc A est le barycentre
des points pondérés (D ; 1), (G; 3) et (C; -2)
b) Puisque A= Bar{(D,l);(G,3);(C,—2)} , et puisque K = Bar{(G,S);(C,—Z)} (question 2b), on en déduit que

A= Bar{(D,l);(K,3 - 2)} = Bar{(D,l);(K,l)} donc A est le milieu du segment [DK]
4) En utilisant les barycentres A4 =Bar{(D,1);(G,3);(C,—2)} et 1 =Bar{(A,1);(B,1)} milieu de [AB], on écrit
I’équivalence HM—D +3MG - ZM—CH = Hm + MB

‘@ “21%” - ”2@“ &AM =M .

M appartient donc a la médiatrice du segment [Al]
5) a) Le barycentre du systeme (D , m) , (G ; 3) et (C ; -2) existe si et sculement si la somme des coefficients du systéme
est non nulle, c’est-a-dire si et seulement si 1+m#0< m#=—1. Le barycentre du systéme (D , m) , (G ; 3) et (C ; -2)

existe donc pour tout m € |—oo;—1[ U |-1; 0]

b) Pour tout m & |~o0;~1[ U ]-1;+e0[ , si on note 1, = Bar{(D,m);(G,3);(C,~2)} , on a donc
mﬁ+3ﬁ—2]77z6<:>mm+3(m+ﬁé)—2(m+ﬁi):()
@(m+1)ﬂ)+3ﬁ;—zﬁ7=6@(m+1)ﬁ+3(ﬁ+ﬁ)—z(ﬁ+1?c)=6

< (m+1)1,D+ DK +3KG—2KC =0

0

Ainsi (m+1)Im—D=—W{QD—Im= DK

m+1
-1

2
+Xx

¢) Si on note f(x) =%, défini sur R\{-1}, on calcule f(x)= <0 donc f est strictement décroissante sur
+x 1

J-o0;—1[ et sur |-1;+o[ . De plus Xlirgcf(x) =0, }L?f(x) =—0 et Xli%llf(x) =+0.

D’ou le tableau de variations :
d) D’aprés le tableau de wvariations, I’image de I1’ensemble

x —o -1 | oo —1[ U ]-1;400] est Pensemble |-o0;0[ L ]0;+o0] . Ainsi le coefficient de
a +eo _ _
;o | colinéarité ! existant entre DI, et DK parcourant tout I’ensemble
f[xJ = m \ m+1 "
q ]—oo; 0[ U ]0;+oo[ , le point I, parcourt toute la droite (DK), sauf le point D
—to
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Exercice n°13
Dans le plan (P), on considére un triangle ABC isocele en A, de hauteur [AH], telle que AH=BC=4, I'unité choisie étant
le centimétre.
1) On introduit le milieu H de [BC] (puisque dans un triangle isocéle en A, la hauteur issue de A est aussi médiane issue

de A), pour conclure que G = Bar{(A,2);(B,1);(C,1)} = Bar{(A,2);(H,2)} = Bar{(A,l);(H,l)} est le milieu de [AH].
2) Pour tout point M,

7~ 200 - MB - MC = 2A - (VA + AB) ~ (MA + AC) = 2MA  MA~ MA ~ A - AC = (4B + AC) =217

donc [7] = Hzm ~MB- ATCH = H—zﬁﬂ =2A4H =8

3) En utilisant le barycentre G = Bar{(A,Z);(B,l);(C,l)} , on écrit ’équivalence :

Hzm +MB +ATCH = “17” = “4M—GH =8 < GM =2 . M parcourt donc le cercle de centre G et de rayon 2

4) a) Le barycentre G, du systéme de points pondérés {(A,Z);(B,n);(C,n)} existe quel que soit I’entier naturel n car la

somme des coefficients vaut 2+ n qui ne s’annule pas si # est un entier naturel
b) En introduisant le milieu H de [BC], on écrit G, = Bar{(A,Z);(B,n);(C,n)} = Bar{(A,Z);(H,Zn)} donc

2n AH = AH . Comme pour tout ne N,
2+4+2n 1+n 1+n

un réel compris entre 0 et 1, on peut affirmer que G, appartient au segment [AH].

n

AG, = <1, le coefficient de colinéarité entre AG, et AH étant

¢) En introduisant le barycentre G, = Bar{(A,Z);(B,n);(C,n)} , on écrit I’équivalence :

|23 + nMB + nbC| = n|P|| < |(2+ 21) MG, | =8n = G, M = Sn__ dn_
2+2n l+n

Le point M parcourt donc le cercle I', de centre G, et de rayon 0 .
+n

Le point A appartient a I", car I’égalité HZW +nMB +nMC H = n“ﬁ” est vérifiée si on remplace M par A.

En effet d’une part H2ﬂ +ndB+ nz’” =

n(ﬁ + A—C)H = n”ﬁ? + R’” = n”2ﬁ” =8n, et d’autre part nHVH =8n.

D’ou I’égalité, qui prouve que le point A appartienta I, .

o A —_— 4
d) L*égalité¢ AG, = " 4H implique que AG, = "
l+n l+n
5) lim AG, = lim 14n =4 et G, appartenant au segment [AH] nous permettent de conclure que lorsque n tend vers
n—>+0 n—»+0 + n

+o0, le point G, se rapproche indéfiniment (tend vers) du point H.

Exercice n°14

1 4b,
1) A, le barycentre de (Ao,l) et (BO,4), donc ¢, z%:g
3 2b,

B, le barycentre de (AO,S) et (BO,2), donc b, =%=—g
On obtient donc :

Ao By O A By

| | | L] | | L1 |

1 1 I 1 I —

4 5 0 108 3

5 5
+4b, 1
2) A, ., estle barycentre de (An,l) et (Bn,4) donc a,,, =%=§(an +4bn)
3a,+2b, 1

B,,, estlebarycentre de (4,,3) et (B,,2) donc b,,, =%=§(3an +2b,)

3) a) Initialisation : On vérifie que : 3q, +4b, =3x (—4) +4x3=0
Hérédité : On considere que pour un entier naturel n, 3a, +4b, =0
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On calcule alors :

Sa, +4b, :3X%(an+4bn)+4><%(3an+25n)= 3a,+12b, +12a, +8b, _15a, +20b,

5 5

=3a,+4b,

n+l

Or 3a, +4b, =0 d’aprés I’hypothése de récurrence.

Conclusion :
Pour neN, 3a, +4b, =0

3 4
b) Puisque pour tout n € N, 3a, +4b, =0, alors b, = _Za" et a, = —gb .

n

n

1 1 3 1 2
Ainsi, I’égalité a,,, = g(an + 4bn) devient a,,, = g[an +4x (_Za" D = E(a” -3a,) = —ga

L’égalité b,,, = %(3% +2b,) devient b,,, =§[3X(—§bﬂj+2bﬂj = %(—4bn +2b,) = —%b

n

4) a) La suite a est donc géométrique de raison —— et de premier terme a, =—4. Ainsi, pour tout entier n €N,

an:aox(—g =—4x _E] .
5 5
2

De méme, pourtout ne N, b = 3><(—EJ .

b) La raison des suites géométriques a et b appartient a I’intervalle ]-1 ;1[, donc lim a, =0 et lim b, =0

n—>+w n—»+o
c¢) Lorsque n tend vers +o0, les points 4 et B, se rapprochent aussi pres que ’on veut de I’origine O de la droite

graduée.
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